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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Áàðåíáëàòòà � Æåëòîâà � Êî÷èíîé

G ⊂ Rd � îãpàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãpàíèöåé
∂G êëàññà C∞, d ∈ N.
Óðàâíåíèå Áàðåíáëàòòà � Æåëòîâà � Êî÷èíîé1

(λ−∆)ut = α∆u+ f (1)

ñ óñëîâèåì Äèðèõëå
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂G× R+ (2)

α ∈ R \ {0}, λ ∈ R
è íà÷àëüíûì óñëîâèåì Êîøè

u(x, 0) = u0(x). (3)

1Áàðåíáëàòò Ã.È. , Æåëòîâ Þ.Ï., Êî÷èíà È.Í. Îá îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ òåîðèè ôèëüòðàöèè â
òðåùèííîâàòûõ ñðåäàõ // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1960. Ò.24, � 5. Ñ.58�73.
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Äåòåðìèíèðîâàííûå óðàâíåíèÿ

Lu̇ = Mu+ f. (4)

H. Poincare
Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, R. Showalter,
Â.Í. Âðàãîâ, À.È. Êîæàíîâ, Ñ.Ã. Ïÿòêîâ
Ã.Â. Äåìèäåíêî, Ñ.Â. Óñïåíñêèé
A.Favini, A. Yagi
È.Â. Ìåëüíèêîâà
À.Ã. Ñâåøíèêîâ, Ì.Î. Êîðïóñîâ, À.Á. Àëüøèí, Þ.Ä. Ïëåòíåð
Í.À. Ñèäîðîâ, Ì.Â. Ôàëàëååâ, Á.Â. Ëîãèíîâ, À.Â. Ñèíèöûí
Þ.Å. Áîÿðèíöåâ, Â.Ô. ×èñòÿêîâ, Ì.Â. Áóëàòîâ, À.Â. Êåëëåð
Ã.À. Ñâèðèäþê, Ò.Ã. Ñóêà÷åâà, À.À. Çàìûøëÿåâà, Ñ.À. Çàãðåáèíà, Í.À. Ìàíàêîâà è äð.

Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ldu = Mudt+NdW. (5)

Da Prato G.
M. Kovacs , S. Larsson
È.Â. Ìåëüíèêîâà, À.È. Ôèëèíêîâ, Ì.À. Àëüøàíñêèé
Þ.Å. Ãëèêëèõ, Ã.À. Ñâèðèäþê
À.À. Çàìûøëÿåâà, Ñ.À Çàãðåáèíà, Í.À. Ìàíàêîâà
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Äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà
Ïóñòü U è F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîðû L ∈ L(U;F) è M ∈ C`(U;F), ïðè÷åì
îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N. u ∈ C∞(R;U)

Lu̇ = Mu+ f, (6)

- çàäà÷à Êîøè
u(0) = u0, (7)

Òåîðåìà 1.2 3

Ïóñòü îïåðàòîð M(L, p)-îãðàíè÷åí. Òîãäà çàäà÷à (6) è (7) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ
ëþáûõ f ∈ C∞((a, b);F), ïðè÷åì ðåøåíèå èìååò âèä

u(t) = Utu0 +

t∫
0

Ut−sL−1
1 (I−Q)f(t)ds−

p∑
k=0

(M−1
0 L0)kM−1

0 (I−Q)fk(t), (8)

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå u0 ∈ {u ∈ U : (I− P )u+
p∑
k=0

(M−1
0 L0)kM−1

0 (I−Q)f (k)(0) = 0}.

Çäåñü Ut = 1
2πi

∫
γ

(µL−M)−1Leµtdµ.

2Ñâèðèäþê Ã.È. Ê îáùåé òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ // Óñïåõè ìàò. íàóê. 1994. Ò.49, � 4. Ñ.47�74.
3Sviridyuk G.A., Fedorov V.E. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate Semigroups of Operators // Utrech;

Êeln; Tokyo: VSP, 2013.
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Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Âèíåðîâñêèå K-ïðîöåññû

Îïðåäåëåíèå 1.

Ñèìâîëîì W = W (t) îáîçíà÷èì U-çíà÷íûé âèíåðîâñêèé K-ïðîöåññ

W (t) =
∞∑
k=0

√
λkβk(t)ϕk, t ∈ R+,

ãäå {βk(t)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áðîóíîâñêèõ äâèæåíèé, {λk} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñàìîñîïðÿæåííîãî è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîãî ÿäåðíîãî îïåðàòîðà K ∈ L(U) (TrK < +∞), çàíóìåðîâàííûõ ïî
íåâîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, à {ϕk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãî K-ïðîöåññà:

(W1) W (0) = 0 ïî÷òè âñþäó íà Ω è, ï.í. âñå òðàåêòîðèè íåïðåðûâíû íà R+;

(W2) Ï.í. âñå òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî K-ïðîöåññà íåäèôôåðåíöèðóåìû íè â îäíîé òî÷êå
t ∈ R+ è íà ëþáîì ïðîìåæóòêå èìåþò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ.
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Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïîëîæèì U è F � âåùåñòâåííûå ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà,
L, M , N ∈ L(U;F), K ∈ L(U) (TrK < +∞), M � (L, p)-îãðàíè÷åííûé, p ∈ {0} ∪ N.

Ldu = Mudt+NdW, (9)

QN = N. (10)

u(0) = ξ0, (11)

ãäå ξ0 ∈ L2: ξ0 =

∞∑
k=1

√
λkξ0kϕk, Dξ0k ≤ C, k ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 2.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ u ∈ CL2 íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (9) ñ óñëîâèåì (11) ïðè âûïîëíåíèè (10).
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Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Òåîðåìà 2.4

Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N, è âûïîëíåíî óñëîâèå (10). Òîãäà äëÿ
ëþáîé U-çíà÷íîé ãàóññîâîé íåçàâèñèìîé îò âèíåðîâñêîãî K-ïðîöåññà W ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ0 ∈ L2, ïðè÷åì ξ0 =
∞∑
k=1

√
λkξ0kϕk, Dξ0k ≤ C, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u ∈ CL2 çàäà÷è (9),(11), êîòîðîå èìååò âèä

u(t) = L−1
1 NW (t) + Utξ0 +

∫ t

0
Ut−sSL−1

1 NW (s)ds, (12)

åñëè âûïîëíÿåòñÿ Pξ0 = ξ0.

4Ñîëäàòîâà, Å.À., Çàãðåáèíà Ñ.A. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñ îòíîñèòåëüíî p-îãðàíè÷åííûìè
îïåðàòîðàìè è àääèòèâíûì áåëûì øóìîì // Èçâåñòèÿ Èðêóòñêîãî ãîñ. óí-òà. Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. � 2013. �
Ò. 6, � 1. � Ñ. 20�34.
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×èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà

(λ−∆r)pt = α∆rp+A sin(ωt), (13)

|p(0, t)| < +∞, p(r0, t) = 0, p(r, 0) = p0, (14)

ãäå A ∈ R âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, λ = 1/η, η � ñïåöèôè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà
òðåùèíîâàòîé ïîðîäû,
α = χ/η, χ � êîýôôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè òðåùèíîâàòîé ïîðîäû5.

Ðèñ. 1. Îáëàñòü G ⊂ R2 � êðóã ðàäèóñà r0 ñ öåíòðîì íà îñè ñêâàæèíû.

5Áàðåíáëàòò Ã.È. , Æåëòîâ Þ.Ï., Êî÷èíà È.Í. Îá îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ òåîðèè ôèëüòðàöèè â
òðåùèííîâàòûõ ñðåäàõ // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1960. Ò.24, � 5. Ñ.58�73.
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×èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà

Ïðîâîäÿ äèñêðåòèçàöèþ ìîäåëè (28)�(29) ïðèõîäèì ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé pj(t), êîòîðóþ
çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå

M(λ)
dP (t)

dt
= αLP (t) +W (t), (15)

P (0) = P0. (16)

Çäåñü M(λ) =


1 0 . . . 0 0

−b21 λ− b22 . . . − b2J−1 − b2J
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−bJ−1,1 − bJ−1,2 . . . λ− bJ−1,J − bJ−1,J

0 0 . . . 0 1



P (t) =


p1(t)
p2(t)

.

.

.

pJ−1(t)
pJ (t)

 , P0 =


p01
p02
.
.
.

p0J−1

p0J

 ,

L =


1 0 0 . . . 0
b21 b22 b23 . . . b2J
. . . . . . . . . . . . . . .

bJ−1,1 bJ−1,2 bJ−1,3 . . . bJ−1,J

0 0 0 . . . 1

 , W (t) =


0

A sin(ωt)

.

.

.

A sin(ωt)
0

 ,
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×èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (30),(31) áóäåì èñïîëüçîâàòü èäåè àëãîðèòìîâ,
îñíîâàííûå íà ÿâíûõ îäíîøàãîâûõ ôîðìóëàõ òèïà Ðóíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà ñåäüìîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñëåäóþùåãî âèäà6:

Un+1 = Un +
13∑
i=1

pmiki, (17)

ki = hF
(
tn + αiht, ψn +

13∑
j=1

βijkj , An +
13∑
j=1

βijkj

)
. (18)

Çäåñü ht � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ â ñïîñîáå Ðóíãå � Êóòòû,
Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíóþ îøèáêó δn ìåòîäà ñåäüìîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïî ôîðìóëå

δn =
13∑
i=1

(p8i − p7i)ki. (19)

6Íîâèêîâ, Å.À. Êîíòðîëü óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà Ôåëüáåðãà ñåäüìîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè / Å.À. Íîâèêîâ, Þ.Â.
Øîðíèêîâ // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè. � 2006. � Ò. 11, � 4. � Ñ. 65�72.
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Îáîáùåííàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà îñíîâå ìåòîäà
Ðóíãå � Êóòòà � Ôåëüáåðãà
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå A sin(ωt), îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå íàãðóçêè, âëèÿþùèå
õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå 5MPa
A = 77, 261, ω = 50π, A = 77, 358 ω = 35π
Âðåìÿ ñ÷åòà 45,46 ìèí Âðåìÿ ñ÷åòà 47,77 ìèí
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå A sin(ωt), îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå íàãðóçêè, âëèÿþùèå
õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå 5MPa
A = 142, 568 ω = 50π, A = 142, 271 ω = 35π,
Âðåìÿ ñ÷åòà 52,75 ìèí Âðåìÿ ñ÷åòà 86,86 ìèí
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå A sin(ωt), îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå íàãðóçêè, âëèÿþùèå
õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå 5MPa
A = 242, 539 ω = 50π A = 500, 427 ω = 35π,
Âðåìÿ ñ÷åòà 71,68 ìèí Âðåìÿ ñ÷åòà 59,45 ìèí

14 / 19



Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå A sin(ωt), îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå íàãðóçêè, âëèÿþùèå
õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå 1MPa
A = 0 Âðåìÿ ñ÷åòà 36,89 ìèí A = 500, 427 ω = 50π,

Âðåìÿ ñ÷åòà 150,60 ìèí
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
Âíåøíåå âîçäåéñòâèå A sin(ωt), îïðåäåëÿþùåå ñëó÷àéíûå íàãðóçêè, âëèÿþùèå
õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå 1MPa
A = 5000, 36 ω = 17π, Âðåìÿ ñ÷åòà 1830,88 ìèí
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Èìïóëüñíî-âîëíîâîå âîçäåéñòâèå

Âîëüíèöêàÿ, Å.Ï. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà ôèëüòðàöèîííûõ ïîëåé è ñâîéñòâ
êîëëåêòîðîâ ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ ïðè èìïóëüñíî-âîëíîâûõ âîçäåéñòâèÿõ â ñêâàæèíå : äèñ...
äîêò. òåõí. íàóê. / Å.Ï. Âîëüíèöêàÿ. � Ìîñêâà, 2005.
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Èìïóëüñíî-âîëíîâîå âîçäåéñòâèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû ýôôåêòèâíûìè ïðèçíàíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìåòîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì
èìïóëüñíîãî âîçáóæäåíèÿ ñêâàæèí áåç îòáîðà æèäêîñòè ïî êîëåáàíèÿì óðîâíÿ âîäû â
ñêâàæèíå. Çàìåòèì, ÷òî êîëåáàíèÿ óðîâíÿ ìîãóò áûòü âûçâàíû è äðóãèìè ôàêòîðàìè:
çåìëåòðÿñåíèåì 7, èìïóëüñíîé ðåãåíåðàöèåé ñêâàæèí 8, îòäàâëèâàíèåì ñòîëáà âîäû
ñæàòûì âîçäóõîì è ïîñëåäóþùåé ìãíîâåííîé ðàçãåðìåòèçàöèåé óñòüÿ ñêâàæèíû 9, 10 è ò.ä.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Áàøìàêîâûì Â.È. è äð. ìåòîäîì êîëåáàíèé, óäîâëåòâîðèòåëüíî
ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè ìåòîäà îòêà÷åê, îäíàêî èìåþò ïåðåä ïîñëåäíèì çíà÷èòåëüíûå
ïðåèìóùåñòâà, îáóñëîâëåííûå ïðîñòîòîé è áûñòðîòîé èçìåðåíèé, ñóùåñòâåííî ìåíüøåé
ñòîèìîñòüþ ðàáîò.

7Ðèêèòàêå, Ò. Ïðåäñêàçàíèÿ çåìëåòðÿñåíèé / Ò. Ðèêèòàêå - Ì.: Ìèð, 1979. - 382 ñ.
8Ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ïðèìåíåíèÿ èìïóëüñíîé è âçðûâíîé àïïàðàòóðû äëÿ èíòåíñèôèêàöèè âîäîçàáîðíûõ

ñêâàæèí // Îò÷åò ÂÍÈÏÈâçðûâãåîôèçèêè, ðóê. Âîëüíèöêàÿ Ý.Ì. - ÃÐ 01825056819. - Ðàìåíñêîå, 1984. - 91 ñ.
9Áàøìàêîâ, Â.È. Èññëåäîâàíèå âîäîíîñíûõ ãîðèçîíòîâ ìåòîäîì êîëåáàíèé / Â.È. Áàøìàêîâ, Á.Â.
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