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Пространства Киприянова. В.В.Катрахов, В.З. Мешков.



Классификация И.А.Киприянова:
В–эллиптические, В–гиперболические, В–параболические
уравнения

n∑
k=1

Bν,xku(x1, . . . , xn) = f ,Bνu(x) =
d2u

dx2 +
2ν+ 1

x

du

dx
. (1)

Изучение этого класса уравнений было начато в работах
Эйлера, Пуассона, Дарбу, продолжено в теории обобщённого
осесимметрического потенциала А. Вайнштейна и в трудах
математиков И.Е. Егорова, Я.И.Житомирского, В.В. Кравченко,
Л.Д. Кудрявцева, П.И.Лизоркина, М.И.Матийчука,
Л.Г.Михайлова, М.Н.Олевского, М.С. Салахиддинова,
М.М. Смирнова, С.А. Терсенова, А.К. Уринова, Хе Кан Чера,
А.И. Янушаускаса и других.













ОПЕРАТОРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Определение. Пусть дана пара операторов (A,B). Оператор
T 6= 0 называется оператором преобразования (ОП,
transmutation), если выполняется соотношение

T A = B T . (2)

Сплетающий оператор, transmutation, intertwining operator,
подобный оператор.

Au = f , : T ,Bv = g
v = Tu, g = Tf .

u = T−1v .



ОПЕРАТОРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Подобные матрицы (унитарное подобие)
Дифференциальные операторы
Преобразования Дарбу
Интегральные операторы
Интегродифференциальные операторы
Операторы Дункла
Дробные интегралы
Псевдодифференциальные операторы
Обобщённые аналитические функции



ДВА МОДЕЛЬНЫХ ОПЕРАТОРА

Оператор Штурма–Лиувилля:

A = D2 + q(x)

Оператор Бесселя:
A = D2 +

c

x
D

B = D2

Ограничения:
дифференциальные операторы высокого порядка,
уравнение Шрёдингера.
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Уравнение Штурма–Лиувилля: В.А.Марченко, Б.Я.Левин,
А.Я.Повзнер.
Обратные задачи, теория рассеяния: Б.М.Левитан,
В.А.Марченко, И.М.Гельфанд.
Формулы следов, асимптотика спектральной функции:
Б.М.Левитан, В.А.Марченко, И.М.Гельфанд.
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С.Бергман, И.Н. Векуа, Б.Боярский, Г.Н.Положий.
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Связь операторов преобразования с теоремами типа
Пэли–Винера: В.В.Сташевская, А.И.Ахиезер, Х.Шабли,
Х.Тримеш.
Метод Лакса.
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Теория операторов преобразования является хорошо разработанным
самостоятельным разделом математики. Значительный вклад в эту
теорию и её приложения к дифференциальным уравнениям с
частными производными внесли работы воронежского математика
Валерия Вячеславовича Катрахова (1949–2010), ученика Ивана
Александровича Киприянова.
Монография В.В. Катрахова и С.М. Ситника составлена из
результатов, вошедших в докторские диссертации В. В. Катрахова
(1989 г.) и С. М. Ситника (2016 г.). Результаты второго автора
(ученика) развивают результаты первого автора (учителя). Надеюсь,
что эта книга будет способствовать более широкой известности
результатов В. В. Катрахова, которые представляют существенный
интерес для теории вырождающихся и сингулярных
дифференциальных уравнений, а также их разработке в русле идей и
методов теории операторов преобразования. Кроме того, в книге
отражён вклад Ивана Александровича Киприянова и созданной им
Воронежской математической школы по сингулярным и
вырождающимся дифференциальным уравнениям в развитие теории
дифференциальных уравнений и теории функций.



К числу важных результатов В. В. Катрахова следует отнести
исследование весовых и спектральных задач для
дифференциальных уравнений и систем с операторами Бесселя
с использованием техники операторов преобразования. Им
также совместно с И. А. Киприяновым были введены и изучены
уравнения с псевдодифференциальными операторами, которые
определялись через преобразование Ханкеля при помощи
операторов преобразования Сонина и Пуассона.



Особо следует выделить введённый В.В. Катраховым новый класс
краевых задач для уравнения Пуассона, решения которого могут
иметь существенные особенности. На основе введённого им нового
класса операторов преобразования, получаемых из известных
операторов Сонина и Пуассона композициями с дробными
интегралами Римана—Лиувилля, В. В. Катраховым были введены
специальные функциональные пространства, содержащие функции с
существенными особенностями, доказаны для них теоремы
вложения, прямые и обратные теоремы о следах. Для функций без
особенностей указанные пространства сводятся к пространствам
С.Л. Соболева, таким образом являясь их прямыми обобщениями.
Для корректности задач с существенными особенностями
В. В. Катраховым было предложено новое естественное краевое
условие во внутренней точке области, которое заключается в
задании предела свёртки решения с некоторым сглаживающим
ядром типа ядра Пуассона. Мы предлагаем называть это новое
краевое условие «K -следом» в честь В. В. Катрахова, который ввёл
это условие и подробно изучил краевые задачи с ним.



В терминах «K -следа» получается полная характеризация решений
уравнения Лапласа с внутренней особой точкой, в том числе для
решений с существенными особенностями в этой точке. Для данной
задачи в указанных функциональных пространствах
В. В. Катраховым была доказана корректность постановки, включая
существование и единственность решения, априорные оценки. Этот
результат обобщает теоремы о разрешимости эллиптических
уравнений в классах С.Л. Соболева для гладких решений без
особенностей. Кроме того, в последующих работах В. В. Катрахова с
соавторами были рассмотрены обобщения новых краевых задач для
уравнений с операторами Бесселя и сингулярным потенциалом, для
областей в пространствах Лобачевского и случая угловых точек на
границе области.



КОМПОЗИЦИОННЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ



Перечисленные ранее классы ОП строились каждый своими
методами. Поэтому возникает необходимость в разработке
общей схемы построения ОП. Такая схема—метод
факторизации или композиционный метод—был разработан
С.М.Ситником. Метод основан на представлении ОП в виде
композиции интегральных преобразований. Композиционный
метод даёт алгоритмы не только для построения новых ОП, но
содержит как частные случаи ОП СПД,
Векуа–Эрдейи–Лаундеса, Бушмана–Эрдейи различных типов,
унитарные ОП Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова,
обобщённые операторы Эрдейи–Кобера, а также введённые
Р. Кэрролом классы эллиптических, гиперболических и
параболических ОП. Вводятся и используются их обобщения:
классы B — эллиптических, B — гиперболических и B —
параболических ОП.



Общая схема композиционного метода следующая. На вход подаётся
пара операторов произвольного вида A,B, а также связанные с ними
обобщённые преобразования Фурье FA,FB , которые обратимы и
действуют по формулам

FAA = g(t)FA,F
−1
B g(t) = BF−1

B , (3)

где t—двойственная переменная. В дальнейшем сделаем самый
очевидный выбор g(t) = −t2. На выходе получаем пару ОП,
сплетающих A,B. Действительно, определим пару формально
взаимно обратных операторов по формулам

S = F−1
B

1
w(t)

FA,P = F−1
A w(t)FB (4)

с произвольной весовой функцией w(t). Тогда они являются ОП,
которые удовлетворяют сплетающим соотношениям
SA = BS ,PB = AP.



Основные преимущества композиционного метода (КМ)
построения операторов преобразования
Integral Transforms Composition Method (ITCM).

Простота построения различных классов ОП из
простейших "кирпичиков" — классических интегральных
преобразований
Универсальный метод построения известных классов ОП
Единым методом получаются прямой и обратный ОП в
композиционной форме
Метод даёт оценки норм прямого и обратного ОП из
известных оценок норм классических операторов
преобразования в различных пространствах
Метод напрямую приводит к формулам связи между
решениями возмущённых и невозмущённых ДУ



Применение композиционного метода требует выполнения
следующих шагов.

Шаг 1. Для данной пары преобразуемых операторов A,B
и связанных с ними обобщённых преобразований Фурье
FA,FB определить и вычислить пару из прямого и
обратного операторов преобразования P, S по основным
формулам метода (3)–(4)
Шаг 2. Определить точные условия и найти классы
функций для которых формальные операторы
преобразования, полученные на шаге 1, удовлетворяют
сплетающим соотношениям
Шаг 3. Применить построенные на шагах 1 и 2 корректно
определённые операторы преобразования к выводу формул
связи между решениями соответствующих
дифференциальных уравнений
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известного воронежского математика  И.А. Киприянова,  
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Следует подчеркнуть, что на русском языке долгое время
отсутствовали специализированные монографии,посвященные общей
теории операторов преобразования и их приложениям к
дифференциальным уравнениям. Монография С.М. Ситника и Э.Л.
Шишкиной в определённой степени заполняет этот пробел.
Изложим структуру и основное содержание монографии. Отметим,
что существенная часть результатов,изложенных в монографии,
получена авторами, часть из них публикуется там впервые. Текст
монографии разделён на три части. В первой части «Общая теория
операторов преобразования» рассматриваются определение
операторов преобразования,основные исторические сведения,
необходимые факты из теории специальных функций,
функциональных пространств и интегральных преобразований.
Отметим более подробное изложение свойств преобразования
Меллина, включая теорему Слейтер, а также обзор основных
конструкций дробного интегродифференцирования. Далее
излагаются результаты о различных классах операторов
преобразования : Сонина–Пуассона, Бушмана–Эрдейи,
Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова. Изложены основные
свойства операторов обобщённого сдвига и весовых сферических
средних.



Во второй части «Применение метода операторов
преобразования к решению уравнений в частных производных»
рассматриваются приложения операторов преобразования
Бушмана–Эрдейи ,Сонина–Катрахова и Пуассона–Катрахова к
дифференциальным уравнениям с особенностями в
коэффициентах, лемме Копсона, задаче Коши для уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу, установлению формул связи между
решениями дифференциальных уравнений, включая задачу
А.В. Бицадзе–В.И. Пашковского для уравнения
Максвелла–Эйнштейна, приложения к решению некоторых
интегро-дифференциальных уравнений. Здесь же рассмотрен
важный вопрос об эквивалентности норм пространств
И.А.Киприянова и весовых пространств С.Л.Соболева, а также
изучено общее уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, включая
ранее не рассмотренные в литературе случаи особых
параметров и начальных условий. Также изложена теория
явных представлений для дробных степеней оператора Бесселя,
кратко намечены их приложения к некоторым
интегро-дифференциальным уравнениям дробного порядка. В
третьей части «Методы построения ОП для оператора Бесселя
и родственных операторов» излагается принадлежащий С.М.
Ситнику композиционный метод построения операторов
преобразования (ITCM — Integral Transforms Composition
Method). Этим методом получаются по единой схеме все
известные ранее в явном виде операторы преобразования, а
также построены многочисленные новые классы операторов
преобразования. Рассмотрены приложения композиционного
метода к решению некоторых классов
интегро-дифференциальных уравнений.В этой части также
изложены результаты для дифференциальных операторов
Бесселя, возмущённых потенциалами достаточно общего вида.



Шишкина Э.Л. Общее уравнение Эйлера—Пуассона—Дарбу и
гиперболические B–потенциалы // Современная математика.

Фундаментальные направления. Уравнения в частных
производных. 2019. Т. 65, № 2. С. 157–338.

В монографии развивается теория гиперболических уравнений в частных
производных с операторами Бесселя, а также конструируются и
обращаются гиперболические потенциалы, порожденные многомерным
обобщенным сдвигом. Изучены весовые обобщенные функции, связанные
с квадратичной формой, которые в дальнейшем применяются для
построения дробных степеней гиперболических операторов, а также
решений гиперболических уравнений с операторами Бесселя. Изучены
гиперболические потенциалы, порожденные многомерным обобщенным
сдвигом, реализующие отрицательные вещественные степени сингулярного
волнового оператора, т. е. волнового оператора, где вместо вторых
производных действует оператор Бесселя, гиперболический B-потенциал
Рисса. Рассмотрены различные методы решения общего уравнения
Эйлера—Пуассона—Дарбу. Получены решения задач Коши для
однородного и неоднородного уравнений указанного типа.





Shishkina E.L., Sitnik S.M. Transmutations, Singular and Fractional
Differential Equations with Applications to Mathematical Physics.
In the Series: Mathematics in Science and Engineering. Elsevier,

Academic Press. 2020. 592 pp.

В опубликованной в 2020 г. издательством Elsevier в
основанной Р. Беллманом престижной серии Mathematics in
Science and Engineering монографии Э.Л. Шишкиной и С.М.
Ситника изложены на английском языке для широкой
международной профессиональной аудитории основные
вопросы современной теории операторов преобразования и их
приложений. Существенную часть этой книги занимают
результаты Э.Л. Шишкиной по теории обобщённых
потенциалов и их приложениям к дифференциальным
уравнениям с особенностями.
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Ed. V.V. Kravchenko, S.M. Sitnik. Transmutation Operators and
Applications.

In the Series: Trends in Mathematics. Springer, Birkhauser, 2020.
XVII, 686 pp.

Также в 2020 г. в издательстве Springer в серии Trends in Mathematics был
опубликован сборник работ под редакцией В.В. Кравченко и С.М. Ситника
по современной теории операторов преобразования. В сборник вошли
работы известных математиков Amin Boumenir, Vu Kim Tuan (USA),
Djurdje Cvijovic (Serbia), Tibor K. Pogany (Croatia), Sh. T. Karimov
(Uzbekistan), D.B. Karp (Israel, Vietnam, Russia), E.L. Shishkina (Poland),
О.В. Скоромник, Л.Е. Хвощинской (Белоруссия), Ahmed Fitouhi (Tunisia),
Yu. F. Luchko (Germany), В.В. Кравченко (Мексика), а также С.М.
Ситника, Л. Бритвиной, Е. Прилепкиной, С.П Хэкало, В.В. Мещерякова,
К.О. Политова, А.А. Ларина, А.Б. Муравника, В.Б. Васильева, С.
Бутерина, А.В. Глушака, О. Яремко, В.А. Юрко, В.Е. Фёдорова, М.М.
Маламуда, А.В. Псху, В.Ф. Молчанова, М.В. Плехановой, И.П.
Половинкина, М.В. Шитиковой, Н.В. Зайцевой (Россия). В этом сборнике
отражён весь спектр задач современной теории операторов
преобразования и их многочисленных приложений.





Kravchenko V.V. Forward and Inverse Sturm–Liouville Problems: A
Method of Solution.

In the Series: Frontiers in Mathematics. Springer, 2020. 155 pp.

В 2020 г. в издательстве Springer опубликована монография В.В.
Кравченко. В этой монографии изложены новые подходы к решению
прямых и обратных спектральных задач для уравнения Штурма–Лиувилля
на полуоси и оси. На основе предложенных методов разработаны
эффективные численные методы для решения этих задач, которые во
многом превосходят методы, известные ранее. Методы решения
одномерных обратных задач и обратных задач рассеяния традиционно
тесно связаны с теорией операторов преобразования и во многом основаны
на результатах этой теории. В связи с этой монографией отметим, что её
основные идеи в какой-то степени перекликаются с результатами давних
работ А.Н. Тихонова, изложение содержания которых и блестящий анализ
проведён в статье Ш.А. Алимова. К сожалению, результаты работ нечасто
цитируют в современных исследованиях по обратным задачам. Отметим
также по применению классической методики теории обратных задач
важные работы А.П. Солдатова и Н.А. Жура.



Некоторые статьи по обратным задачам

10. Тихонов А.Н. О единственности решения задачи
электроразведки // ДАН. 1949. Т. 69, № б. С. 797–800.
11. Тихонов А.Н. К математическому обоснованию теории
электромагнитных зондирований // ЖВМ и МФ. 1965. Т. 5, № 3. С.
545–547.
12. Алимов Ш.А. О работах А.Н. Тихонова по обратным задачам
Штурма–Лиувилля // УМН. 1976. Т. 31, № 6(192). С. 84–88.
13. Жура Н.А., Солдатов А.П. О представлении решения обратной
задачи Штурма–Лиувилля на всей оси // Дифференциальные
уравнения. 2015. Т. 51, № 8. С. 1027–1037.
14. Жура Н.А., Солдатов А.П. К решению обратной задачи
Штурма–Лиувилля на всей оси // ДАН России. 2013. Т. 453, № 4.
С. 368–372.
15. Zhura N. A., Soldatov A. P. To inverse scattering problem of
Gelfand, Levitan, Marchenko // AIP Conf. Proc. 2013. V. 1570, 298.



International Workshop on Transmutation Operators and Related
Topics — I. Queretaro, Mexico, CINVESTAV. 2019.
https : //www .math.cinvestav .mx/IWTOR

Отметим также организованную В.В. Кравченко в октябре 2020
г. в Кэретаро, Мексика, CINVESTAV, первую
специализированную конференцию по теории операторов
преобразования, получившую сладко звучащее по–русски
название TORT (Transmutation Operators and Related Topics). В
конференции приняли участие ряд известных математиков В.В.
Кравченко, Э.Л. Шишкина, В.С. Рабинович, С. Грудский, С.
Торба, С.М. Ситник, Майкл Портер, и ряд других.
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Таким образом, теория операторов преобразования и их
многочисленных приложений является живой и активной

ветвью современной математики. Операторам
преобразования и их различным применениям

посвящено достаточное число публикаций, в том числе
издающихся монографий и сборников.

СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!


