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Äîêëàä ïîñâÿùåí ëàãðàíæåâó ïîäõîäó ê ãèäðîäèíàìèêå,

èíèöèèðîâàííîìó èçâåñòíûìè ðàáîòàìè Â.È. Àðíîëüäà è çàòåì

Ä. Ýáèíà è Äæ. Ìàðñäåíà. Â ñòàòüå Ýáèíà è Ìàðñäåíà íà ÿçûêå

áåñêîíå÷íîìåðíîé ñëàáî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ãðóïï ñîáîëåâñêèõ

äè��åîìîð�èçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé áûëà î÷åíü

êðàñèâî îïèñàíà ãèäðîäèíàìèêà èäåàëüíûõ íåñæèìàåìûõ

æèäêîñòåé. Â ÷àñòíîñòè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòîê èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ íóëåâîé âíåøíåé ñèëîé îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì ãåîäåçè÷åñêîé ñëàáîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ãðóïïå

ñîõðàíÿþùèõ îáúåì äè��åîìîð�èçìîâ.
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Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîòîêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

îïèñûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè àíàëîãàìè óðàâíåíèé Ýáèíà è

Ìàðñäåíà, â êîòîðûõ îáû÷íàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà

ãðóïïå äè��åîìîð�èçìîâ çàìåíÿåòñÿ âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè â

ñðåäíåì ñëåâà. Õîòÿ êîíñòðóêöèÿ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè

ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, ðåçóëüòàòû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äëÿ

äåòåðìèíèðîâàííûõ (íå ñëó÷àéíûõ) âÿçêèõ æèäêîñòåé. Â

îòëè÷èå îò Ýáèíà è Ìàðñäåíà ìû ðàññìàòðèâàåì ãèäðîäèíàìèêó

òîëüêî íà ïëîñêîì n-ìåðíîì òîðå. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêèé òîð

ïîëó÷àåòñÿ �àêòîðèçàöèåé n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïî

öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, ïðè êîòîðîé ðèìàíîâà ìåòðèêà íà òîðå

íàñëåäóåòñÿ èç åâêëèäîâîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà. Èçó÷åíèå

äâèæåíèÿ æèäêîñòè òà òîðå � ýòî äîñòàòî÷íî èçâåñòíàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ãèäðîäèíàìèêå.

Yuri E. Gliklikh, Voronezh State University Page. 3 of 40



Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îïèøåì òåîðèþ ïðîèçâîäíûõ â

ñðåäíåì äëÿ ïðîöåññîâ â R
n
. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî ãåîìåòðèÿ

íà òîðå íàñëåäóåòñÿ èç R
n
, ýòî èçëîæåíèå áåç èçìåíåíèé

ïðèìåíÿåòñÿ íà òîðå.

�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) â R
n
(ãäå ìû �èêñèðóåì

σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ), t ∈ [0,T ], çàäàííûé íà

íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) è òàêîé, ÷òî

ξ(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L
1

(Ω,Rn) ïðè âñåõ t.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ξ
t σ-ïîäàëãåáðó �íàñòîÿùåå� â F ,

ïîðîæäåííóþ ïðîîáðàçàìè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç R
n
ïðè

îòîáðàæåíèè ξ(t) : Ω → R
n
. N ξ

t ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíûì, ò.å.

ñîäåðæàùèì âñå ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòè íîëü.

Äëÿ óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç E
ξ
t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

ñîäåðæàíèå E (·|N ξ
t ) îòíîñèòåëüíî �íàñòîÿùåãî� N ξ

t äëÿ ξ(t).
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Ñëåäóÿ Ý. Íåëüñîíó, ââåäåì ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà. Íàì

ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî ýòà ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì ñëåâà D∗ξ(t) ïðîöåññà ξ(t) â ìîìåíò
âðåìåíè t åñòü L

1

-ñëó÷àéíûé ýëåìåíò

D∗ξ(t) = lim

∆t→+0

E
ξ
t (
ξ(t)− ξ(t −∆t)

∆t
) (1)

ãäå ïðåäåë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâóþùèì â L
1

(Ω,F ,P), à
ñèìâîë ∆t → +0 îçíà÷àåò, ÷òî ∆t → 0 è ∆t > 0.
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Èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Dξ(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ξ(t) è èçìåðèìîãî

ïî Áîðåëþ âåêòîðíîãî ïîëÿ (ðåãðåññèè)

a(t, x) = lim

∆t→+0

E (
ξ(t +∆t)− ξ(t)

∆t
|ξ(t) = x) (2)

íà R
n
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Dξ(t) = a(t, ξ(t)).
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Ïóñòü Z (t, x) � C 2

-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà R
n
, è ξ(t) �

ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ â R
n
.

L
1

-ïðåäåë âèäà

D∗Z (t, ξ(t)) = lim

∆t→+0

E
ξ
t (
Z (t, ξ(t))− Z (t −∆t, ξ(t −∆t))

∆t
) (3)

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà îò Z âäîëü ξ(·) â
ìîìåíò âðåìåíè t.
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Êîíå÷íî, D∗Z (t, ξ(t)) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê

ñóïåðïîçèöèè ξ(t) ñ íåêîòîðûìè áîðåëåâñêèìè âåêòîðíûì ïîëåì

(ðåãðåññèåé). Ýòî âåêòîðíîå ïîëå (åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê

ïóòàíèöå) ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü D∗Z .
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Äëÿ ïðîöåññà ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè σ2I â R
n
èìååò ìåñòî

ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

D∗Z =
∂

∂t
Z + (Y 0

∗ · ∇)Z −
σ2

2

∆Z , (4)

ãäå ∇ = ( ∂
∂x1

, ..., ∂
∂xn

), ∆ � ëàïëàñèàí, òî÷êà îáîçíà÷àåò

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R
n
è âåêòîðíîå ïîëå Y 0

∗ (t, x) �
ðåãðåññèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåâà.
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Ïðîèçâîäíóþ â ñðåäíåì âòîðîãî ïîðÿäêà D∗D∗ξ(t) ìû îïèñûâàåì

êàê ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ D∗ îò ðåãðåññèè (âåêòîðíîãî ïîëÿ) D∗ξ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ξ èìååò êîý��èöèåíò äè��óçèè σ2I , îáîçíà÷èì

ðåãðåññèþ D∗ξ ñèìâîëîì Y . Òîãäà ïî �îðìóëå (4) ìû ïîëó÷àåì

D∗D∗ξ =

(

−σ2

2

∆+ Y · ∇+
∂

∂t

)

Y , (5)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (5) ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ

óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ âÿçêîñòüþ

σ2

2

.
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Ïóñòü T n
� ïëîñêèé n-ìåðíûé òîð è Ds(T n) � åãî ãðóïïà

ñîáîëåâñêèõ äè��åîìîð�èçìîâ êëàññà Hs
(s > n/2+ 1).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ s > n/2+ 1 îòîáðàæåíèÿ èç Hs
èìåþò

ãëàäêîñòü C 1

.

Ds(T n) ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ìíîãîîáðàçèåì è

ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ñ åäèíèöåé e = id .

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TeDs(T n) � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ

Hs
-âåêòîðíûõ ïîëåé íà T n

.
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Â ëþáîì TfDs(T n) ìîæíî îïðåäåëèòü L2-ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëå

(X ,Y ) =

∫

T n

〈X (m),Y (m)〉f (m)µ(dm) (6)

Ñåìåéñòâî ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îáðàçóåò òàê

íàçûâàåìóþ ñëàáóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà Ds(T n). Â ÷àñòíîñòè,

â TeD
s(T n) (6) ïðèíèìàåò âèä

(X ,Y )e =

∫

T n

〈X (m),Y (m)〉mµ(dm). (7)
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Ïðàâûé ñäâèã Rf : Ds(T n) → Ds(T n), ãäå Rf (Θ) = Θ ◦ f äëÿ

Θ, f ∈ Ds(T n) � C∞
-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Êàñàòåëüíîå

îòîáðàæåíèå ê ïðàâîìó ñäâèãó èìååò âèä TRf (X ) = X ◦ f for

X ∈ TDs(T n).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåâûé ñäâèã Lf : Ds(T n) → Ds(T n), ãäå
Lf (Θ) = f ◦Θ äëÿ Θ, f ∈ Ds(T n), òîëüêî íåïðåðûâåí.

Çà�èêñèðóåì âåêòîð x ∈ R
n
è îáîçíà÷èì ÷åðåç lx : T

n → T n

îòîáðàæåíèålx(m) = m + x ïî ìîäóëþ �àêòîðèçàöèè ïî

öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ïðîñòðàíñòâà R
n
. Îòìåòèì, ÷òî ëåâûé

ñäâèã Llx C∞
-ãëàäîê.
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Íàïîìíèì, ÷òî TT n = T n × R
n
. Ââåäåì îïåðàòîðû

B : TT n → R
n

� ïðîåêöèè íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü â T n × R
n
, è

A(m) : Rn → T n
m ,

� îáðàòíûé ê B ëèíåéíûé èçîìîð�èçì R
n
íà êàñàòåëüíîå

ïðîñòðàíñòâî ê T n
â m ∈ T n

.

Ââåäåì

Qg(m) = A(g(m)) ◦ B ,

ãäå g ∈ Ds(T n), m ∈ T n
, Äëÿ êàæäîãî Y ∈ TfDs(T n) ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî QgY = A(g(m)) ◦ B(Y (m)) ∈ TgD
s(T n) ïðè âñåõ

f ∈ Ds(T n).
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Äëÿ ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y (t) âäîëü ãëàäêîé êðèâîé g(t) â
Ds(T n) êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t∗

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

D̄

dt
Y (t)|t=t∗ =

d

dt
(Qg(t∗)Y (t))|t=t∗ .

Òàê æå, êàê â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ãåîäåçè÷åñêàÿ � ýòî

ãëàäêàÿ êðèâàÿ g(t) â Ds(T n) òàêàÿ, ÷òî

D̄

dt
ġ(t) = 0. (8)

Äëÿ òàêîé êðèâîé g(t) ïîñòðîèì âåêòîð v (t) ∈ TeDs(T n) ïî
�îðìóëå v (t) = ġ(t) ◦ g−1(t).
Åñëè g(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, êðèâàÿ Rf g(t) � òàêæå ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Ïóñòü g(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ è x ∈ R
n
� íåêîòîðûé âåêòîð. òîãäà

lxg(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ.
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�àññìîòðèì îïåðàòîð Ā : Ds(T n)× R
n → TDs(T n

) òàêîé, ÷òî Āe

ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì âûøå A è äëÿ êàæäîãî g ∈ Ds(T n)
îòîáðàæåíèå Āg : Rn → TgDs(T n) ïîëó÷àåòñÿ èç Āe ïðàâûì

ñäâèãîì, ò.å, äëÿ X ∈ R
n
:

Āg (X ) = TRg ◦ Ae(X ) = (A ◦ g)(X ).

Êàæäîå ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå Ā(X ) ÿâëÿåòñÿ
C∞

-ãëàäêèì íà Ds(T n) äëÿ êàæäîãî X ∈ R
n
.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ T n
îáîçíà÷èì ÷åðåç expm : TmT

n → T n

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò âåêòîð X ∈ TmT
n
â òî÷êó

m + X ïî ìîäóëþ �àêòîðèçàöèè ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå íà

T n
. Ñåìåéñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå

exp : TeDs(T n) → Ds(T n), êîòîðîå ïåðåâîäèò âåêòîð
X ∈ TeDs(T n) â e + X ∈ Ds(T n), ãäå e + X � äè��åîìîð�èçì

T n
âèäà: (e + X )(m) = m + X (m).
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�àññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ exp ◦ Āe : R
n → Ds(T n). Ïî

ïîñòðîåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X ∈ R
n
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

exp ◦ Āe(X )(m) = m + X , ò.å., òîò æå ñàìûé âåêòîð X

äîáàâëÿåòñÿ ê êàæäîé òî÷êå m.

Ïóñòü Ds
µ(T

n) � ãðóïïà ñîáîëåâñêèõ ñîõðàíÿþùèõ îáúåì

Hs
-äè��åîìîð�èçìîâ íà T n

(s > n/2+ 1), ïîäãðóïïà è

ãèëüáåðòîâî ïîäìíîãîîáðàçèå Ds(T n). Òàê æå êàê äëÿ Ds(T n)
ìîæíî ââåñòè ïðàâûé ñäâèã è ëåâûé ñäâèã. Ïåðâûé �

C∞
-ãëàäêèé, à âòîðîé � íåïðåðûâåí.
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Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Ds
µ(T

n) â åäèíèöå e = id

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TeD
s
µ(T

n). Ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ

áåçäèâåðãåíòíûõ Hs
-âåêòîðíûõ ïîëåé íà T n

. Ïðàêòè÷åñêè âñåï

ñâîéñòâà âñåõ îïåðàòîðîâ (âêëþ÷àÿ ïðàâûé è ëåâûé ñäâèãè)

ñîõðàíÿþòñÿ íà Ds
µ(T

n). Òîëüêî lx èìååò íåñêîëüêî èçìåíåííûå

ñâîéñòâà (îá ýòîì íèæå).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëå îïåðàòîðîâ A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îòîáðàæåíèå A : Rn → TeDs
µ(T

n).
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Íà Ds
µ(T

n) ìû èñïîëüçóåì ñëàáóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì (6) íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå Ds
µ(T

n).
�àññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (7)

P : Hs → TeD
s
µ(T

n).

Èç ðàçëîæåíèÿ Õîäæà âûòåêàåò, ÷òî ýòà ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è

ÿäðî P ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ãðàäèåíòîâ. Òàê ÷òî, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî Y ∈ Hs
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

P(Y ) = Y − gradp, (9)

ãäå p � íåêîòîðàÿ Hs+1

-�óíêöèÿ íà T n
(åäèíñòâåííàÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû).
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Ïðîåêòîð P ïðàâûìè ñäâèãàìè ïîðîæäàåò ïîñëîéíî

ïðàâîèíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð P̄ ïî �îðìóëå P̄g = TRgPTR
−1

g â

òî÷êå g ãðóïïû äè��åîåð�èçìîâ.

P̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà Ds
µ(T

n) ââîäèòñÿ �îðìóëîé

D̃
dt

= P̄ D̄
dt
.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

D̃

dt
ġ(t) = F̄ (t, g(t), ġ(t)), (10)

íà Ds
µ(T

n). Åñëè F äîñòàòî÷íî ãëàäêî, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî

äàííîãî g(0) = e è ġ(0) = u
0

∈ TeDs
µ(T

n) óðàâíåíèå (10) èìååò
ðåøåíèå, êîððåêòíî îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

t ∈ [0,T ]. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïîòîê èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè íà T n
ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F .

Åñëè F = 0, ýòî ãåîäåçè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè

(7) è îíà îïèñûâàåò ïîòîê â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë.
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Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð P è �îðìóëó (9) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ìîäè�èêàöèþ �îðìóëû (5). Â ñëó÷àå, êîãäà ξ èìååò

êîý��èöèåíò äè��óçèè σ2I , îáîçíà÷èì ðåãðåññèþ D∗ξ
ñèìâîëîì Y . Òîãäà

PD∗D∗ξ =

(

−σ2

2

∆+ Y · ∇+
∂

∂t

)

Y − gradp, (11)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ

Íàâüå-Ñòîêñà.

Yuri E. Gliklikh, Voronezh State University Page. 22 of 40



Ïóñòü w(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â R
n
, çàäàííûé íà íåêîòîðîì

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Ïîñòðîèì ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ

W (σ)(t) = exp ◦ Āe(σw(t)) (12)

â Ds(T n). Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ω ∈ Ω ñîîòâåòñòâóþùàÿ

âûáîðî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ W
(σ)
ω (t) � ýòî äè��åîìîð�èçì âèäà

W
(σ)
ω (t)(m) = m + σwω(t). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ω ∈ Ω è

çàäàííîãî t ∈ R ìû ïîëó÷àåì, ÷òî w(t)ω � ïîñòîÿííûé âåêòîð â

R
n
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ω è t äåéñòâèå W

(σ)
ω (t)

ñîâïàäàåò ñ lw(s)ω .
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Â òåðìèíàõ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññ W (σ)(t) ìîæíî ââåñòè àíàëîãè

îáû÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â �îðìå

Èòî. Â äàëáíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì òàêèå óðàâíåíèÿ, ó

êîòîðûõ êîý��èöèåíò ïðè W (σ)(t) ðàâåí I . Íàïîìíèì, ÷òî σ
óæå âõîäèò â êîíñòðóêöèþ W (σ)(t).
Ïðîèçâîäíûå â ñðåäíåì òàêæå ââîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì. Íàñ èíòåðåñóåò îïåðàòîð âòîðîé

ïðîèçâîäíîé ñëåâà D∗D∗. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìû

ïîíèìàåì êàê ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà D∗ ê ðåãðåññèè ïðîèçâîäíîé

ñëåâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (ò.å. ê âåêòîðíîìó ïîëþ).

Çäåñü è íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî s > n/2+ 2. Òàê ÷òî

äè��åîìîð�èçìû èç Ds(T n) èìåþ ãëàäêîñòü C 2

òàê æå, êàê è

âåêòîðíûå ïîëÿ èç TeD
s(T n) íà òîðå. Âåçäå íèæå ìû

èñïîëüçóåì îäèí è òîò æå ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ W (σ)(t),
ïîñòðîåííûé èç âûáðàííîãî íàìè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà w(t) â
R

n
ïî �îðìóëå (12).
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�àññìîòðèì Hs
-âåêòîðíîå F ïîëå íà T n

, ò.å. âåêòîð â TeDs(T n).
�àçíåñåì åãî ïðàâûìè ñäâèãàìè íà âñþ ãðóïïó Ds(T n), ïîëó÷èì
ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå F̄ . �àññìîòðèì óðàâíåíèå

D∗D∗ξ(t) = F̄ (13)

�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê ñëó÷àéíû

ïîòîê, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì

âÿçêîé æèäêîñòè ñ êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè

σ2

2

. ×òîáû

óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïåðåéäåì ê ýéëåðîâó îïèñàíèþ, ò.å. îïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèÿ â TeD
s(T n).
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Ïåðåíåñÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (13) â e, ìû ïîëó÷èì

êîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå íà òîðå âèäà D∗D∗ξ(t) = F . Îòìåòèì,

÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðè îïðåäåëåíèè D∗ óñëîâíîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíÿåòñÿ íà îáû÷íîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (íèæå ìû îïèøåì ýòî áîëåå

ïîäðîáíî), íî òåì íå ìåíåå ðàâåíñòâî (5) îñòàåòñÿ âåðíûì.

Îáîçíà÷èì ðåãðåññèþ D∗ξ ÷åðåç v . Òîãäà èç ðàâåíñòâà (5) ìû

ïîëó÷àåì â TeDs(T n) óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂

∂t
v + (v · ∇)v −

σ2

2

∆v = F .
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Ïåðåéäåì ê âÿçêèì íåñæèìàåìûì æèäêîñòÿì. Íå òðóäíî âèäåòü

èç ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà W (σ)(t), ÷òî îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â

Ds
µ(T

n). Òàê ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå êîíñòðóêöèè ìîæíî

îñóùåñòâèòü è íà Ds
µ(T

n). Â ýòîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì

ïðàâîèíâàðèàíòíé ãëàäêèå ïðîåêòîð P̄ è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

P̄D∗D∗ξ = F̄ , (14)

ãäå òåïåðü F � ýòî áåçäèâåðãåíòíîå Hs
âåêòîðíîå ïîëå íà T n

, à F̄

� ïðàâîíèâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Ds
µ(T

n). �åøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê ñëó÷àéíû ïîòîê,

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì âÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ êîý��èöèåíòîì âÿçêîñòè

σ2

2

. ×òîáû

óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïåðåéäåì ê ýéëåðîâó îïèñàíèþ, ò.å. îïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèÿ â TeDs
µ(T

n).
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Ïåðåíåñÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (14) â e, ìû ïîëó÷èì

êîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå íà òîðå âèäà PD∗D∗ξ(t) = F . Êàê è

âûøå, îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðè îïðåäåëåíèè D∗

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíÿåòñÿ íà îáû÷íîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (íèæå ìû îïèøåì ýòî áîëåå

ïîäðîáíî), íî òåì íå ìåíåå ðàâåíñòâî (5) îñòàåòñÿ âåðíûì.

Îáîçíà÷èì ðåãðåññèþ D∗ξ ÷åðåç u. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (5) è èç

�îðìóëû (9), îïèñûâàþùåé äåéñòâèå P, ìû ïîëó÷àåì â

TeDs(T n) óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

∂

∂t
u + (u · ∇)u −

σ2

2

∆u − gradp = F .
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Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (13) è (14) ìîæíî

ïîñòðîèòü ïóòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïîòîêîâ

ïûëåâèäíîé ìàòåðèè è âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,

ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ òèïà (13).

Ïóñòü g(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) íà Ds(T n) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì g(0) = e è ġ(0) = v

0

∈ TeDs(T n). Ýòî ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå t ∈ [0,T ]. �àññìîòðèì
v (t) = ġ(t) ◦ g−1(t) ∈ TeD

s(T n). Ýòîò áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð

ìîæåò áûòü òàêæå îïèñàí êàê âåêòîðíîå ïîëå íà T n
, êîòîðîå ìû

îáîçíà÷èì v (t,m).
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�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ η(t) = W (σ)(t) ◦ g(t) íà Ds(T n).
Â êîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè η(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì

äè��åîìîð�èçìîì íà T n
âèäà η(t,m) = g(t,m) + σw(t).

Ïîñòðîèì äîïîëíèòåëüíî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) = η(T − t),
èëè, â êîíå÷íîìåðíîì îïèñàíèè,

ξ(t,m) = g(T − t,m) + σw(T − t). Ïîñêîëüêó w(t) � ìàðòèíãàë

îòíîñèòåëüíî åãî ñîáñòâåííîãî �ïðîøëîãî�, èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìû âûâîäèì, ÷òî

D∗ξ(t) = ġ(T − t,m) = v (T − t, g(T − t,m)) è ïîýòîìó

D∗D∗ξ(t) =
D̄
ds
ġ(s)|s=T−t = 0 íà Ds(T n).
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Îòìåòèì, ÷òî ξt(t,m) = m − σw(T − t) + σw(T − t) = m, ò.å.

ξt(t) = e ∈ Ds(T n). Òîãäà σ-àëãåáðà �íàñòîÿùåå� N ξ
t

òðèâèàëüíà, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé σ-àëãåáðû ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó v (t) è g(t) è îïðåäåëåíèå D∗, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî

D∗ξt(s) = E (v (T−t,m−σw(T−t))) = E (QeTR
−1

W (σ)(T−t)
v (T−t)).

Ââåäåì íà T n
âåêòîðíîå ïîëå V (t,m) = E (v (t,m − σw(t))) (â

áåñêîíå÷íîìåðíîì îïèñàíèè V (t) = E (QeTR
−1

W (σ)(t)
v (t))).
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Òåîðåìà. V (T − t,m) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áþðãåðñà

d

dt
V (T−t,m)+(V (T−t,m)·∇)V (T−t,m)−

σ2

2

∇2V (T−t,m) = 0,

(15)

ãäå ∇2

� îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, êîòîðûé íà ïëîñêîì òîðå

ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ëàïëàñèàíîì.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé.

Ïóñòü g(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ñ F = 0. �àññìîòðèì

u(t) = ġ(t) ◦ g−1(t) ∈ TeDs
µ(T

n). Ýòîò áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð

ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà

T n
, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì u(t,m). Íàïîìíèì, ÷òî u(t,m)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà áåç âíåøíåé ñèëû:

∂u
∂t

= −P((u · ∇)u), êîòîðîå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (9)

ïðèíèìàåò îáû÷íûé âèä

∂u
∂t

+ (u · ∇)u − gradp = 0.
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�àññìîòðèì ââåäåííûé âûøå ïðîöåññ W (σ)(t). Ïî ïîñòðîåíèþ

îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Ds
µ(T

n). Òàêèì îáðàçîì, íà Ds
µ(T

n) ìû
ìîæåì ïîâòîðèòü ïðèâåäåííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ äëÿ Ds(T n),
ò.å. îïðåäåëèòü η(t) = W (σ)(t) ◦ g(t), ãäå t ∈ [0,T ] è
ξ(t) = η(T − t) (ò.å., â êîíå÷íîìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

ξ(t,m) = g(T − t,m) + σw(T − t)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

D∗ξ(t) = ġ(T − t,m) = u(T − t, g(T − t,m)) è òàêèì îáðàçîì

P̄D∗D∗ξ(t) =
D̃
ds
ġ(s)|s=T−t = 0 íà Ds

µ(T
n).
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Òàê æå, êàê âûøå ïðîöåññ ξt(s) = ξ(s) ◦ ξ−1(t) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ξt(t) = e. Åãî êîíå÷íîìåðíîå îïèñàíèå â òî÷íîñòè

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Ds(T n).
Ââåäåì íà T n

âåêòîðíîå ïîëå U(t,m) = E
(

u(t,m − σw(t))
)

(ïðÿìîé àíàëîã V (t,m)). Ìû òàêæå îáîçíà÷èì ýòî ïîëå êàê

áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð U(t) = E
(

QeTR
−1

W (σ)(t)
u(t)

)

.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå U(t,m) áåçäèâåðãåíòíî.
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Èòàê, U(t) ∈ TeDs
µ(T

n). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

D∗ξt(s)|s=t = U(T − t). (16)

Âûáåðåì t ∈ [0,T ] è ω ∈ Ω è ðàññìîòðèì êðèâóþ ζt,ω(s),
s ∈ [0,T ], çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ω, âèäà:

ζt,ω(s) = R−1

W
(σ)
ω (T−t)

g(T − s, g−1(T − t)) =

g(T − s, g−1(T − t,m − σw(T ))). (17)
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Êðèâàÿ ζt,ω(s) çàäàíà ïî àíàëîãèè ñ ξt,ω(s), ââåäåííîì âûøå, íî

â �îðìóëå äëÿ ξt,ω(s) èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ñòîõàñòè÷åñêèé

÷ëåí σw(T − s). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü

ζt,ω(s) êàê ãëàäêóþ êðèâóþ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ζt,ω(t) = R
−1

W
(σ)
ω (T−t)

e = (W
(σ)
ω (T − t))−1

. Îòìåòèì, ÷òî

d

ds
l(σwω(T−t))ζt,ω(s)|s=t = Qe

d

ds
ζt,ω(s)|s=t = −QeTR

−1

W
(σ)
ω (T−t)

v (T−t).
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Íà Ds
µ(T

n) îïåðàòîð lx íå ïåðåâîäèò ãåîäåçè÷åñêèå â

ãåîäåçè÷åñêèå. Òàê ÷òî, ìû èìååì

PD∗D∗ξt(s)|s=t = PD∗U(T − t, ξt(s))|s=t =

−PE (
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî íåò àíàëîãà ïðåäûäóùèõ �îðìóë. Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå �îðìóëó (9), ìû ìîæåì äîêàçàòü òîëüêî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå
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Òåîðåìà. Ïîëå U(T − t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà

d

dt
U(T−t,m)+(U(T−t,m)·∇)U(T−t,m)−

σ2

2

∇2U(T−t,m)−gradp

= −PE (
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t)

ñ âíåøíåé ñèëîé −PE ( D̄
ds

d
ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t).
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Îòìåòèì, ÷òî ïî êàæäîìó ïîòîêó g(t) èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè ñèëà

−PE (
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t)

îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (17) è

êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Ââåäåì ïðàâîèíâàðèàíòíîå

âåêòîðíîå ïîëå PE ( D̄
ds

d
ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t), ïîðîæäåííîå âåêòîðîì

PE ( D̄
ds

d
ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t) ∈ TeDs

µ(T
n). �àññìîòðèì óðàâíåíèå

P̄D∗D∗ξ = PE ( D̄
ds

d
ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t). Ïîñëå ïåðåíîñà ïðàâûìè

ñäâèãàìè îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ â TeDs
µ(T

n) ïîëó÷èì

TeDs
µ(T

n) óðàâíåíèå PD∗D∗ξt(s)|s=t = PE ( D̄
ds

d
ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t),

îíî ïðåäûäóùèìè ðàññóæäåíèÿìè ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå

Íàâüå-Ñòîêñà ñ íóëåâîé âíåøíåé ñèëîé
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